TN e e T e

Démonstration de la relation de Heisenberg

I. Transformation de Fourier ; définition et propriétés utiles
1.Définition, inversion : F (¢ _mdiﬂ et F- (1/1) 'bd}v
(¢) =50 == [T )=
Relation de Parseval-Plancherel : La transformée de Fourier est une isométrie de L? ( ) (ensemble des fonctions de
; . +o00 = 211, +00 0
carré sommable) : f_w | ¥ [Fdk = f_w | ¢ [dz.
Cela signifie que si ¥ est normée (”;{;”_Z = 1), ce qu’on supposera pour la suite, P Iestaussi.

+oo =~ +00— -~ -
Plus généralement, f Y ¢, dk = f ¥, ¥, dz si 9, et v, ont pour transformées de Fourier 1, et ¢, .

, ik w )
Dérivation : J—f e™dk done .7-‘[ ] ik

Translations : .7-'( ) (-25) ) J_f ’I‘ - 3”0 e"”“d:l: = —\/;=f+wc"’“0¢(X)c"'k"'dX == e‘ih%?;(k).
T Y-

De méme F! (’l’(k—k‘,)) = e”‘uw;(a:).
On peut donc translater ¢ pour amener (v;) 2 0 sans changer Az en multipliant ¢ par une exponentielle de norme 1
ce qui ne change ni (L) ni Ak. On peut de méme translater ¢ pour amener <k> 4 0 sans changer Ak, <z> ou Az.

Pour la suite, on se placera dans le cas (z) = 0, (k) = 0. C’est-d-dire que (Az)’ = <z2> et (AR)? = <k2>.

II Démonstration du lien entre les écarts-types : Az Ak >

DO | =

2
On calcule I = f ) + a:— dz avec a € R.

T

+ ~2 .
Le dernier terme vaut o’ f OGk2|1,/;{ dk = a2<k2> = o’Ak? d’aprés la relation de Parseval et la propriété de
—0oC

dw [
Udm

<z2> + af_tz%ﬁf dz + agfjxx ay

o dz

L 2 [+ +oo 19 . . .
dérivation. Le second terme vaut o :n|z/;] l -« f ]1/)] dz (intégration par parties). Le terme intégré est nul si on
— 50 -0

suppose que | [* tend vers 0 & Pinfini plus vite que 1/ (n’oublions pas que | P est sommable) donc

I = Az? — a + o?Ak?. Or, d’aprés sa définition, I est positive. Le polyndme en a ne doit pas changer de signe donc

son discriminant doit étre négatif ou nul. 1 — AAZPAR? <0 est-a-dire AzAk > %

ITI. Cas d’égalité. AzAk=1/2

. 1 . " :
Dans ce cas, il existe o telque I = 0 (a = AR = 2Az?) . D’aprés la définition de I, cela impose que, pour tout z,

d T, 2 ¢
zw(z) + a—f = 0. Cette équation différentielle admet ¢ = K exp— 23— = Kexp— 42 > comme solution générale.
o T

Ceci correspond au cas particulier <z> =0 et <L> = 0. On se raméne au cas général (:c) =g, (k> = k, en prenant

2
(:64;—:02) (voir I) : il s’agit d’un profil gaussien Mz =| K|2 — (f_—A:ﬁ:;l .

1 = Kexp ( ikoz) exp—
T

IV Inégalité de Heisenberg physique

On associe 4 chaque valeur de  la valeur de la quantité de mouvement p = fik et la relation devient AzAp > g ;




